Semana 6

= Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 12 a 20 de la Guia 2. Los ejercicios propuestos que no estan en la guia (pero que
se relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

Antes de comenzar con los ejercicios de la semana 6, un pequeno comentario de un ejercicio de
la semana 5.

Recordemos que en el ejercicio 10 (de la semana 5) probamos que si V es un K-espacio vectorial
y B = {v1,v2, -+ ,v,} es una base de V entonces, la transformacién lineal A : K" — V definida por

A(lzr 22+ SCn]T) =101 + TV + -+ TpUp

es un isomorfismo, es més, su inversa (que obviamente también es un isomorfismo), es la transfor-
macion lineal ® : V — K", definida por

Este hecho, nos permite enunciar una propiedad que usaremos durante todo lo que resta de la
materia:

Proposicién 1. Sea V un K-espacio vectorial, B una base de'V y {uy,ug,- - ,u,} un conjunto
de vectores de V. Entonces

el conjunto {uy,u, - ,u,} es LI en'V si y sélo si {[u1]®, [ua]®,--- , [u,]®} es LI en K™.

Dem. Vamos a usar la misma notacién del ejercico 10.
Supongamos que {ui,ug,--- ,u} es LI y veamos que {[u1]®, [ug]?, -+ [u,]P} es LI en K™
Entonces, sean aj,as,--- ,a, € K tales que

al[ul]B + ag[uz]B 4+ 4 ar[ur]B = Okn,
entonces
Ogn = a1P(u1) + ao®(u2) + - - - + a,P(u,) = P(a1uy + agua + - - - + ayuy),
donde usamos la definicién de ® y que @ es una transformacién lineal. Entonces,
aruy + agug + - - + ayu, € Nu(®) = {0y},
donde usamos que ¢ es isomorfismo (y por ende monomorfismo). Entonces,

OV = a1U] + a2u2 + - + AUy



y como {uy,ug,---,u,} es LI (por hipdtesis) se sigue que a3 = ag = -+ = a, = 0 y entonces

{[u1)B, [ua] B, - - -, [us]P} es LI en K™.
La reciproca se prueba de manera similar y la dejamos como ejercicio, seria buena idea tratar
de ver si les sale probarlo. O

El siguiente ejemplo es una aplicacion de este resultado:
Ejemplo: Demostrar que el conjunto {1 + = + 22,z + 22, 2%} es LI en Ry[x].

1
Consideremos E' = {1,z,z2} la base canénica de Ry[z], entonces [1 + = + x2]F = 1],
1
0 0 1 0 0
[z+22F = | 1 | y[2?¥ = | 0 | .Entonces, como el conjunto { | 1 |, | 1 |, | 0 |}esLI
1 1 1 1 1

en R? (por ejemplo, si ponen los vectores como filas de una matriz, la matriz queda automéaticamente
triangulada sin filas nulas), por la Proposicién 1, concluimos que {1 + x + 2%,z + 22,22} es LI en
Ro[x].

Buena definicion de transformaciones lineales. Definicién de un transformacion
lineal en una base

Antes de ponernos a resolver ejercicios, recordemos el siguiente resultado de transformaciones
lineales

Proposiciéon 2. Sean V y W dos K-espacios vectoriales, V de dimension finita. Sea
B = {v1,va,- - ,vn} una base de V y sean wy,wa, - ,w, € W vectores arbitrarios. Entonces existe
una unica transformacion lineal T : V — W tal que

T(v;) = w;, para cada i € {1,2,--- n}.

La proposicién anterior nos dice que si definimos una transformacion lineal T" sobre una base de
V entonces T estd bien definida y ademds es unica.

Buena definicion. Una transformacion lineal estd bien definida si: a cada elemento v del
dominio de T' (que en este caso es V) le corresponde un tinico elemento de W. A dicho elemento
se lo denota T'(v).

Usando la notacién de la proposiciéon anterior, sea v € V un elemento del dominio de 7.
Entonces, como B es una base de V, existen unicos aq,as, - ,a, € K tales que v = ajv; +
asvy + - - - + a,v,. Entonces

T(w)=T(av1 + -+ apvn) = a1T(v1) + - + anT(vp) = aqwi + -+ - + apwy, € W.

Por lo tanto la transformacion lineal esta bien definida, ya que a cada elemento del dominio
de T le corresponde un tinico elemento de W.




Unicidad. La proposicién anterior afirma que si existe otra transformacién lineal, digamos
S:V — W, tal que
S(v;) = w;, para cadai € {1,2,--- ,n}

entonces S = T. Veamos eso, sea v € V (el dominio de Sy de T'), como B es una base de V,
existen unicos ai,ao, - ,a, € K tales que v = a1v1 + agve + - - - + a,v,. Entonces

S(w) = S(a1v1 + -+ apvy) = a1S(v1) + - + anS(vp) = aywy + - - - + apw, = T'(v).

Como la igualdad anterior vale para todo v € V, concluimos que S = T como queriamos ver.

El siguiente ejercicio permite diferenciar entre los conceptos de existencia, unicidad y buena
definicién de una transformacién lineal. Estos tres conceptos suelen generar confusion por lo que se
recomienda meditar un poco sobre qué diferencia hay entre ellos.

Ejercicio: Consideremos:

1. Ty : Ro[z] — R3, definida por

1 0 0
Tl(l) = 2 ) Tl(x) = 1 ) TQ(x2) = 0
3 0
2. Ty : Ro[z] — R3, definida por
1 0 0
)= | 2|, @)= | 1], Bhe+1)= |0
3 0 0
3. Ty : Ry[z] — R3, definida por
1 0 0
T3(1) = 2 1, T3(m) = 1], T3([B + 1) = 3
3 0 3

a) Indicar si las transformaciones lineales de los items 1.,2. y 3. estdn bien definidas.

b) Indicar si existe una transformacion lineal que satisfaga la condiciones de los items 1.,2. 6 3.
y de existir dicha transformacién lineal, estudiar si es Unica.

Dem.

1. Como {1,z,2%} es una base de Ra[z], por la Proposicién 2, la transformacién lineal T} est4
bien definida. Por la misma proposicién, 77 es la tinica transformacién lineal que satisface las
condiciones del item 1.



2. Como el conjunto {1,z,1 + x} NO es una base de Ry[z], la transformacién lineal 75 NO estd
bien definida. Observar que el vector x2 pertenece al dominio de Tb, sin embargo, por como se
definié Ty no hay ningtin elemento de R? asignado a 22, por lo tanto 75 NO est4 bien definida.

Observar por otra parte que,

1 0 1 0
(1) +To(z)= | 2 |+ |1 |=|3|#|0|="T1+=2).
3 0 3 0

Por lo tanto, NO puede existir ninguna transformacién lineal que cumpla con las condiciones
del item 2.

3. Como el conjunto {1,z,1+ z} NO es una base de Rg[z], la transformacién lineal T35 NO estd
bien definida. Hay elementos del dominio de T3 a los cudles no se le asigné ningtin elemento
de R3.

En este caso, como

1 0 1
T3(1)—|—T3(.CU) = 2 + 1 = 3 :Tg(l—l—l'),
3 0 3

existen (infinitas) transformaciones lineales que cumplen las condiciones del item 3. Por ejem-
plo, consideremos T}, : R3[x] — R3, definida por

1 0
T,1)= | 2|, Ty(x)= | 1|, T,(2?) =,
3 0

donde v es cualquier vector de R3. Entonces, para cada v de R? que elijamos, la transformacién
lineal T}, cumple con las condiciones del item 3., esta bien definida y es tinica (porque se definié
sobre una base). Pero claramente, cambiando v, tendremos infinitas transformaciones lineales
T, que cumplan con las condiciones del item 3.

O]

El siguiente ejercicio es muy similar al ejercicio 2.12.
Ejercicio : Sea B = {2% + 2,22 — z,1} una base de Ry[z] y sea T € L(Rz[z],R?) una TL que
actia sobre la base B de la siguiente manera

2 —6 4
T*+z)= | =3 |, T(a*—x)= 9 , T(1)= | —6
4 —12 8

a) Hallar T'(2z2 + 3z + 5).
b) Hallar bases de Nu(T') e Im(T).



c) Hallar, (si existen) todos los p € Ra[x] tales que T'(p) = | 1

Dem. a): Para hallar T'(22% + 3z + 5), primero escribimos al vector 222 + 3z + 5 como CL de los
elementos de la base B. Entonces, si

222 + 324 5= a(x® + ) + b(z? — z) + ¢ = 2%(a + b) + z(a — b) + 1.¢, para todo = € R.

Tenemos que 2=a+b, 3=a —0b, 5 = c. Entonces a = %, b= —% y ¢ = 5. Entonces,

T(222 432 +5) = T(2(a? +2) — ~(2? — ) +5) = gT(xQ ba)— %T(gf — ) +5T(1) =

2 2
2 —6 4 28
) 1
4 —12 8 56
0
b): Recordemos que Nu(T) = {p € Ra[z] : T(p) = | 0 |}. Entonces, si p € Nu(T'), por un lado
0
p € Ry[z] y, como B es una base de Ro[z], p(z) = a(x? + x) + b(z? — x) + ¢, con a,b,c € Ry, por el
otro lado,
0
0 | =T(p) =T(a(z®+ )+ b(z? — x) + ¢) = aT(z* + ) + bT (2% — z) + T'(1) =
0
2 —6 4 2 -6 4 a
=a | =3 | +b 9 +c | 6| = -3 9 -6 b
4 —12 8 4 —-12 8 c

Entonces, basta con resolver el sistema homogéneo de arriba. Operando, nos queda que a = 3b — 2c.
Entonces, volviendo a la expresién de p, nos queda

p(x) = a(2® + )+ b(x? —x) + ¢ = (3b—2¢) (2% + x) + b(2? — ) + ¢ = b(4x® 4+ 22) + c(—22% — 22+ 1),

con b,c € R. Es decir Nu(T) = gen{dz? + 2x,—22% — 2z + 1} y una base de Nu(T) puede ser
Byur) = {422 + 22, —222 — 20 + 1}.

2

Recordemos que como {22 + x,2% — 2,1} es una base de R[], entonces

2 —6 4
Im(T) = gen{T(z* + ), T(2* — ), T(1)} = gen{ | =3 |, 9 , | —6 |}
4 —12 8

Basta con extraer una base de ese conjunto. Por el teorema de la dimensién, sabemos que

dim(T") = dim(Rs[z]) — dim(Nu(T)) =3 -2 =1.



Entonces, podemos obtener una base de I'm(7T') con cualquier generador de I'm(7T"), por ejemplo

—6
By ={1] 9 |}
—12
1 1
¢): Recordar que existe p € Rafz] tal que T'(p) = | 1 | ,siysdlosi | 1 | € Im(T) y eso vale
1 1
por definicién de Im(T) = {v € R®: 3p € Ro[z] : v =T(p)}.
1 —6 1
Como 1| € Im(T) = gen{ 9 |} concluimos que no existe p tal que T'(p) = 1
1 —12 1

O

Antes de resolver el siguiente ejercicio, recordar que si V es un K-espacio vectorial y T' € L(V)
entonces se define T2 := T o T y por lo tanto (como la composiciéon de TL es una TL) tenemos que
T? € £(V). De manera similar se definen otras potencias de T' como T =T oT o---oT (k veces)
con k € N.

Ejercicio 2.13 : Utilizar bases de R? para construir transformaciones lineales T € L£(R3) tales
que

a) T? =0 pero T # 0.

c) T? =1, pero T # I.

Dem. a): Observar que, si 72 = 0, entonces Im(T) € Nu(T). De hecho, si y € Im(T), entonces
existe z € R3 tal que y = T(x). Entonces, T(y) = T(T(x)) = T?(z) = 0(z) = 0 y entonces
y € Nu(T). Como T # 0, entonces Nu(T) C R3, entonces dim(Nu(T)) < 2.

Por el Teorema de la dimensién, dim(Im(7T)) = dim(R3) — dim(Nu(T)) > 3 -2 = 1. Y como
probamos que Im(T) C Nu(T), tenemos también que 1 < dim(Im(7T)) < dim(Nu(T)) < 2y
ademds dim(Nu(T)) + dim(Im(T)) = 3.

Entonces, la tinica opcién que nos queda es que dim(I/m(7)) = 1, dim(Nwu(T')) = 2 y asegurarnos
que Im(T) C Nu(T). Las demés combinaciones no nos sirven.

Teniendo todo esto en cuenta podemos definir T, por ejemplo en la base canénica de R3. Sea
T :R3 — R3, definida por

1 0 0 0 0 0
T({ol)=|1|(, (|1 |H)=1]0]|,T(|0}|)=|0],
0 0 0 0 1 0
0 0 0
entonces 7" cumple con lo pedido pues, T'# 0e Im(T) =gen{ | 1 |} CNu(T)=gen{ | 1 |, | O |}.
0 0 1

¢) : Observar que si T2 = I, entonces Im(T) = R3. Para probar esto tltimo, observar que
siempre vale que Im(T?) C Im(T). De hecho, si y € Im(T?) entonces existe * € R?, tal que



y = T?(x) = T(T(z)), entonces y € Im(T) (existe ' € R3, tal que y = T(2'), en este caso
' =T(x)).
Por lo tanto, como T2 = I, tenemos que Im(T?) = Im(I) = R3, y entonces,

R3? = Im(T?) C Im(T) C R3.

Entonces, como probamos la doble inclusién se sigue que Im(7T) = R? es decir T es epimorfismo.
Ademés, por el teorema de la dimensién, dim(Nwu (7)) = dim(R3) —dim(Im(T) = 3—3 = 0, entonces
Nu(T) = {Ogs} y T es monomorsfismo. Por lo tanto T es isomorfismo y existe 7-!. Es mds, como
TT =T? =1, se sigue que T-! =T.

Teniendo todo esto en cuenta podemos definir T, por ejemplo en la base canénica de R3. Sea
T :R3 — R3, definida por

1 0 1 0 0
T( |0 |)= 11,71 )={(0|,T(lO0|)= 101,
0 0 0 0 1 1
1
entonces T cumple con lo pedido. Por un lado, T' # I, ya que, por ejemplo, T'( | 0 |) = 1| #
0 0
1
0 | . Por el otro lado,
0
[ 1] [ 1] [0 ] [ 1]
|0 )=T(T(|0|N=T(|1]|)=1]0],
| 0 | | 0] | 0 | | 0
[0 ] [0 ] [ 1] [0 ]
T |1 )=T(T(| 1 |)=T(|0]|)=|1],
| 0 | | 0] | 0 | | 0
0 [0 ] 0 0
(|0 |)=T(T |0 |)=T(|0|)= [0
1 | 1] 1 1

Por lo tanto, T? cumple que T2(e;) = I(e;), con i = 1,2,3 y e1, 2, e3, los elementos de la base
canénica de R3. La proposicién 2 nos dice que eso implica que T? = I (meditar el por qué de esta
ultima afirmacién). O

Ejercico 14 : Sea A\ € C\ {0}. Comprobar que la aplicacién T': Cy[z] — C,[z] definida por

T(p)=p —p

es un isomorfismo.



Dem. Tomemos a C,[x] como C-espacio vectorial (abajo hay algunos comentarios sobre cémo se
resuelve el ejercicio si tomamos como cuerpo R) y probemos que T' es monomorfismo, es decir veamos
que Nu(T) = {0}. Sea p € Nu(T'), entonces, por un lado p € C,[z] es decir

p(x) = anx™ + ap_12" 4+ -+ ayx + ag,

con ay, an_1," - ,a1,ag € Cy, por otro lado,

0=0(z) =T(p)(x) =p'(z) - Ap(x) =
=anz™ 't ap_1(n—D)2" 2 4+ a2z + ag — Mapa" + ap_12" + -+ arw +ag) =
= 2"(=Xan) + 2" (apn — Aan_1) + -+ + (a2 — Xa1) + 1(a; — Aa).

Es decir, tenemos que

0 =2"(=Xay) + 2" (apn — Xan_1) + -+ + x(as2 — Xay) + 1(a; — Aag), para todo z € C.

Entonces, usando por ejemplo que {z”, 2" !,--- ,x,1} es una base de C,[z], (y arriba nos quedé
)

una CL de los elementos de la base igualada al elemento neutro de C,[z]), tenemos que
—Aap = apn — Aap_1 = -+ = a2 — Aay = a1 — Aag = 0.

Entonces, como —Aa, = 0 y A # 0, tenemos que a, = 0. De la misma manera, como Aa,_1 =
a,n = 0n =0y A\ # 0, tenemos que a,_1 = 0. Si seguimos asi, en el paso n — 1 tendremos que
as = 0, entonces como Aa; = a22 =0y A # 0, tenemos que a; = 0. Finalmente, como Aag = a3 =0
y A # 0, tenemos que ag = 0. Entonces, probamos que a, = ap—1 = - =as =a; =ay =0y
volviendo a la expresién de p, nos queda que p(z) = 0, para todo x € C, es decir p = 0. Por lo tanto
Nu(T) ={0} y T es monomorfismo. Finalmente, por el teorema de la dimensién,

dim(Im(T)) = dim(C,[z]) — dim(Nu(T)) = dim(Cy,[z]) — 0 = dim(Cy,[z])

y como siempre vale que Im(7T) C Cy,[z], tenemos que Im(T") = C,[z] y T es epimorfismo. Como T’
es monomorfismo y epimorfismo, concluimos que 7" es isomorfismo. O

Nota: En el ejercicio anterior tomamos a C,,[x] como C-espacio vectorial. Si tomamos a C,,[z]

como R-espacio vectorial, entonces {x", iz™, 2" 1 iz" L ... z iz, 1,4} es una base de C,[x| como
b ) ) ) M ) ) ) ) n

R-espacio vectorial. Entonces si p € Nu(T'), tenemos por un lado que
() = apa™ + bpiz™ + ap_12" " + by_yiz™ ' + -+ ayx + byiz + ag + boi,
con Ay, by, ap—1,bp—1, -+ ,a1,b1,a0,bp € Ry, por el otro lado

0="T(p)=p" —p.



Entonces, operando de manera similar como arriba, nos queda que 0 = z"(—\ay,) + 2" (a,n —
A1)+ +x(a22 — Xay) + 1(ag — Aag) + +iz" (= Aby) +ix™ L (bpn — Abp_1) +- - - + iz (b2 — \by) +
i(b1 — Abo).

Entonces, como {z",iz", 2" 1, iz" ... z,iz,1,i} es una base de C,[z], nos queda que
—Aap = apn — Nap_1 == a2 — Aay = a1 — A\ag =
:—)\bn:bnn—)\bn,l:-~~:b22—)\b1 :bl—)\bozo.

Entonces, con argumentos similares a los que usamos arriba, concluiremos que a, = a,—1 =
e=ag=a1=a9=by,=by_1=---=by="b1 =by =0, entonces p =0y Nu(T) = {0}. Entonces
T es monomorfismo y como los espacios de salida y de llegada de la traansfromacién lineal T son
los mismos (tienen la misma dimensién) esto implica que T es isomorfismo.

Matriz de una transformacién lineal

Definicién. Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita. Sean By = {vi,va, -+ , v}
una base de V y By = {wi,wa, -+ , Wy} una base de W. Sea T : V — W tal que T € L(V,W). Se
llama matriz de T en las bases By y Bs, a la matriz [T]gf € K™*™ definida por

[T15 = [ [T(0)]? [T(02)]% - [T(wa)]™).

Es decir [T]gi es la matriz que en sus columnas tiene las coordenadas en base By de los trans-
formados de los vectores de la base Bj.
A partir de la definicién de matriz de una transformacién lineal, se deduce la siguiente propiedad,

[T(v)]P2 = [T]gf [v]P!, para cada v € V. (1)

De hecho, si v € V entonces existen aj,as,--- ,a, € K tales que v = ajv1 + agvs + - -+ + anvp.
Entonces, como T' es TL, tenemos que T'(v) = a1T (v1) + a1 (v2) + - - - + a, T (vy,). Entonces, usando
que tomar coordenadas es lineal (lo probamos en la semana 4), tenemos que

[T(0)]52 = [a1T(v1) + agT(v2) + - - - + anT(v)] P2 = a1 [T (v1)]2 + aa[T(02)]P2 + - - - + an [T(v,)] P2 =
ay
a

=[5 | | = [ R

a4

Ejercicio 19 a): Sea A € K™*". Definimos T : K" — K", como
T(x):= Ax.
Entonces si F es la base canénica de K™ y F' es la base canénica de K™. Tenemos que

715 = A,



Dem. Recordemos que la base candnica de K", E = {ej,e9,--- ,e,}, donde e; es el vector de K"
que tiene 0 en todas sus componentes salvo en el lugar ¢ donde vale 1. Y la base candnica de K™,
F ={f1,fo, -+, fm}, donde f; es el vector de K™ que tiene 0 en todas sus componentes salvo en el
lugar 7 donde vale 1.

Recordemos también, que si w € K™ entonces [w]" = w, porque F es la base canénica de K.
Si no se convencen de esto ultimo, hagan la cuenta y les va a salir.

Por dltimo, recordemos que Ae; = col;(A), donde col;(A) denota la columna i-ésima de la matriz
A. Es decir, si multiplicamos A por el vector i-ésimo de la base canénica de K" obtenemos la
columna i-ésima de la matriz A.

Entonces, por definicién de [T]%, tenemos que

[T = [ [T(e))]” [T(e2)]” - [T(en)]"] =
= [ [Ael]" [Aea)t -+ [Ae,n]f] = [ Aey Aey - Aey) = [coli(A) cola(A) - col,(A)] = A

y probamos lo que queriamos. ]

F

Ejercicio 19 c): Sea T': R3[z] — R, la transformacién lineal definida por

T(p) = [p(0) p(1) p(10) p(100)]".
Hallar [T]%,, donde E’ es la base canénica de R3[z] y E la base canénica de R*.
Dem. Recordar que E' = {1, 2,22, 23} y E={[1000]7,[0100]7,[0010]7,[000 1]7}. Ademés,

1 0 0 0
T(1) = 1 , T'(z) = 110 , T (2?) = 1(1)2 y T(z3) = 13)3 . Entonces, por definicién
1 100 10* 106

[T1E = [ [T [T(@)] [T(*)" [T(*)"] =

1 0 0 0 1 0 0 0
Ve | 1 |we | 1 e | 1 |5 11 1 1

S P o (P 0 e P e T 0 100 102 108
1 100 10* 10° 1 100 10* 10°

O]

El siguiente resultado lo usaremos ampliamente cuando trabajemos con una matriz de una trans-
formacién lineal.

Proposicion 3. Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita. Sean By una
base de V y By una base de W. Sea T : V — W tal que T € L(V,W). Entonces,

a) ve Nu(T) siy sdlo si [v]Pr € nul([T]gf). Mds ain dim(Nu(T)) = dim(nul([T]gf)),

b) we Im(T) siy solo si [w]P? € col([T]gf). Mads ain dim(Im(T)) = dim(col([T]gf)).

10



Dem. Supongamos que By = {vy,v2, - ,v,} es una base de V y By = {wy,wa, - ,wy,} es una
base de W.

a): Probemos la doble implicacién. Supongamos que v € Nu(T), veamos que [v]P' € nul([T ]gf)
De hecho, si v € Nu(T') entonces T'(v) = Oy, por la ecuacién (1), tenemos que

1152 0] = [T(0)]7* = [0w]™ = Oxm

y entonces [v]P! € nul([T]gf). Reciprocamente, si [v]P! € nul([T]gf), de nuevo por la ecuacién (1),
tenemos que
O = [T]52 [0]P* = [T(0)]7=.

Entonces T'(v) = Ow y v € Nu(T).

Miés atin, veamos que si {[z1]51, [22]P1,- -+, [2,]P'} es una base de nul([T]gf)
entonces {z1, 2, -+ ,z,} es una base de Nu(T).

Por un lado, por lo que acabamos de ver, como [z1]P!, [x2]P1,--- | [2,]B € nul([T]gf) entonces
x1, T2, - ,xr € Nu(T), entonces se sigue que gen{zy,x2, - ,z,} € Nu(T).

Por otra parte, si z € Nu(T), por lo que acabamos de ver, que [2]P' € nul([T]gf), entonces

existen ai,as,- - ,a, € K tales que
| 1.

[2]PY = aq[z1] P + aglze)® + - + a2,

Usando que tomar coordenadas es lineal, tenemos que [2]P! = [a121 + agxa + - - - + a,x,] . Entonces

z = a1x1+agra+- - -+ayz, y por lo tanto Nu(T) C gen{x1,x2,--- ,z,}. Como ya habiamos probado
la otra contencién, tenemos que Nu(T) = gen{x1,xo, - ,x,}.

Finalmente, usando la Proposicién 1, como {[z1]P', [29]P1,-- -, [2,]P1} es un conjunto LI de K”
tenemos que {x1,x2, -+ ,x,} es un conjunto LI de V. Por lo tanto {x1,x2,- - ,x,} es una base de

Nu(T). Como las bases de nul([T' ]gf) y de Nu(T') tienen la misma cantidad de elementos, se sigue
que dim(Nu(T)) = dim(nul([T]gf)).
b): Por ultimo, si w € Im(T), entonces existe z € V tal que w = T'(z), entonces por la ecuacién

(1), tenemos que
[w]?? = [T(=)]" = [T]5 [

Por lo tanto [w]?? € col([T]gf).

Finalmente si [w]?? € col([T]gi), entonces existe x = [z1 72 - x,]7 € K" tal que

[w]? = [T]22.

Sea z := x1v1 + 2oV + - - - + 2,v, € V, entonces [z]P

que

= x y, nuevamente por la ecuacién (1), tenemos

[w]? = [T]52e = [T = [T(2)]™.

Entonces, usando que tomar coordenadas es lineal, nos queda que [T(z) — w]?? = Ogm. Por lo tanto
T(z)=wywe Im(T).

Miés atin, usando que probamos en a) que dim(Nwu(T')) = dim(nul([T) gf )), veamos que dim(Im(T)) =
dim(col([T]3?))-
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De hecho, aplicando el Teorema de la dimensién (tanto para tranformaciones lineales como
matrices), tenemos que

dim(Im(7)) = dim(V) — dim(Nw(T)) = dim(V) — dim(nul([T]5?)) =

= dim(K") — dim(nul([T]5?)) = dim(col([T]5?)).

Usando el resultado anterior, podemos demostrar el ejercico 18.

Ejercicio 18 : Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimensién finita. Sean B una base de
V y C una base de W. Sea T': V — W tal que T' € L(V,W) y [T]§ la matriz de T respecto de las
bases B y C. Demostrar que

a) T es monomorfismo si y sélo si, nul([T]G) = {0}.

b) T es epimorfismo si y sélo si, col([T]§) = KImW),

c¢) T es isomorfismo si y sélo si, dim(V) = dim(W) y [T]% es inversible.
Dem. Para resolver el ejercicio, supongamos que dim(V) = n, dim(W) = m y supongamos que
B ={vi,v2, - ,vn} y C ={w1, w2, ,wn}.

a): Supongamos que T es monomorfismo y veamos que nul([T]4) = {0}.

Sea z = [z1 w2 - m,)7 € nul([T]g) y consideremos el siguiente vector v := ziv1 + Tovg +
-o- 4+ 2,0, € V. Claramente [v]® = [z1 29 --- 2,]7 = x. Entonces, por la Proposicién 3, como
z = [v]P € nul([T]%) se sigue que v € Nu(T). Como T es monomorfismo (por hipétesis), entonces
Nu(T) = {0y} y v = Oy. Por lo tanto

Oy = z1v1 + 2202 + - - - + TV,

como {v1,v9,- -+ ,v,} es una base de V (en particular es LI) y tenemos una CL igualada al elemento
neutro de V concluimos que x1 = x9 = - = x,, = 0, entonces z = Ogn, y nul([T]%) = {0}.

Reciprocamente, supongamos que nul([T]G) = {0} y veamos que T es monomorfismo, o lo
que es lo mismo, probemos que Nu(T) = {Oy}. Sea v € Nu(T) entonces, por la Proposicién 3,
[v]P € nul([T]4). Entonces, como nul([T]§) = {0} tenemos que [v]® = Ogn entonces v = Oy,
Nu(T) = {0y} y T es monomorfismo.

b): Supongamos que 1" es epimorfismo y veamos que col([T]4) = Kdim(W) — K™ (acd usamos que
al principio supusimos que dim(W) = m).

Seay = [y1 y2 - ym]T € K" y consideremos el vector w := yiwy + yows + - - + ypw, € W,
entonces [w]¢ = [y1 y2 -+ ym]T = y. Como T es epimorfismo, es decir Im(T) = W, entonces w €
Im(T). Por lo tanto, por la Proposicién 3, [w]® =y € col([T]%). Conclusién, probamos la contencién
K™ C col([T]%), como siempre vale que col([T]4) € K™, concluimos que col([T]§) = K™ = Kdm(W),

Reciprocamente, supongamos que col([T]%) = KAmW) — K™ v veamos que Im(T) = W es decir,
T es epimorfismo.

Sea w € W, entonces como [w]® € K™, y col([T]§) = K™, se sigue que [w]® € col([T]%).
Entonces, por la Proposicién 3, w € Im(T'). Conclusién, probamos la contencién W C Im(T).
Como siempre vale que Im(T') C W, concluimos que Im(T) = W y T es epimorfismo.
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¢) : La frase “dim(V) = dim(W)” la agregué a propdsito porque sino la vuelta del item c¢) podria
no ser cierta. Si dim(V) # dim(W) entonces la frase “[T] es inversible” no tiene sentido ya que para
que esté definida la inversa de una matriz, esa matriz en principio, tiene que ser cuadrada (misma
cantidad de filas que de columnas).

Supongamos que 1" es isomorfismo veamos que [T]g es inversible.

Recordemos que si T' es isomorfismo, entonces n = dim(V) = dim(W) = m (lo probamos en la
semana 4). Por lo tanto [T]§ € K™ ™. Por otra parte, si T' es isomorfismo entonces T es epimorfismo
entonces, por el item b), tenemos que dim(col([T]%)) = rg([T]4) = m = n. Entonces, [T]4 es una
matriz de n X n y de rango completo, por lo tanto es inversible.

Reciprocamente, supongamos que dim(V) = dim(W) = n y que [T]§ € K"*" es inversible.
Entonces dim(col([T]%)) = rg([T]%) = n, por lo tanto col([T]%) = K" y por el item b) tenemos que
T es epimorfismo. Por otra parte, como dim(V) = dim(W) ya vimos en la semana 4, que si T' es
epimorfismo, entonces 1" es isomorfismo y probamos lo que queriamos. O

El siguiente resultado lo usaremos para resolver el ejercicio 1.20.

Proposicién 4. Sean V,W,Z tres K-espacios vectoriales de dimension finita y B, C y D bases de
los espacios V, W y Z respectivamente. Sean T € LIV, W) y S € L(W,Z). Entonces

i) [So T = [Slg [T]5.
it) Si dim(V) = dim(W) y T' es un isomorfimo, entonces

(T8 = ([T13) "

Dem. 1) : Sea v € V, entonces aplicando la ecuacién (1), tenemos por un lado que

y, por otro lado,
[SoT(v)]? = [SoT]g [v]”.

Como S oT(v) = S(T(v)), juntando todo lo anterior se sigue que
[S o TIE [0]” =[S o T(v)]” = [S(T(v))]” = [S]g [T(v)].

Aplicando nuevamente la ecuacién (1), tenemos que [T'(v)]¢ = [T]§ [v]? y volviendo a la ecuacién

anterior, B
[S o T3 []® = [S]g [T(w)]° = [S1E [T]5 [v]°.

Es decir, tenemos que [S o 18 [v]? = [S]Z [T]% [v]®, para todo v € V.
Vimos en la semana 4, que si dos matrices A y B son tales que A[v]® = B[v]® para todo v € V
entonces A = B. Por lo tanto, usando eso, concluimos que

[S o T)p = [S16 [T]5

y demostramos lo que queriamos.
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i1) : Supongamos que dim(V) = dim(W) = n y T" es un isomorfismo; por un lado, sabemos que eso
implica que T es inversible, es decir existe T~! : W — V y ademds probamos que T~! € L(W,V).
Por otra parte, en el Ejercicio 18 item c), probamos que si dim(V) = dim(W) = n y T es un
isomorfismo entonces [T]% es inversible. Veamos que [T~ = ([T75) .

Como T~ es la inversa de T, tenemos que T o T ' =Iwy T 1 oT = Iy.

Observar que [Iv]g =Iuxny [Iw]g = I,xn, donde Iy, denota la matriz identidad de n x n. Si
no estan convencidos de esa igualdad, observar que si B = {v,v9,- - ,v,} entonces, por definicién,

tenemos que

[]5 = [[Fv(vn)]? [Tv(v2)]? - [Ty (oa)]P] = [[01]? [02]” - [0a]"] = Lnxn:

De manera similar, se prueba que [Iw]g = Inxn-
Entonces, usando el item i), tenemos que

[T oT7Me =[5 [T7116 = [Iw]E = Lnxn ¥

[T~ o T3 = [T7Y1¢ [T15 = (V15 = Lnxn.

= [T7Y8 [T = IL,xn. Por lo tanto, la inversa de [T]% es

QW
|

Es decir, probamos que [T]4 [T1
[T—1)B, es decir

O]

Ejercicio 20 a) y b): Sea T12 € £L(R?) la TL definida en el ejercicio 12 y Tj5 € L(R?,Ry) la
TL definida en el ejercicio 15. Hallar la matriz de Ty 07T, 1_51 en las bases canodnicas que correspondan
y hallar base de Nu(Tj2 0 T;5') (usando dicha matriz).

Dem. Sean B={[11 171 —10/1,[001)T}y E={[100]7,[010]7,[00 1]7} la base canénica
de R3. Es inmediato ver que

1 -3 2
[T12]5 = [ [Ta2([1 1 D)7 [Tzl 10" [T2(f00 )P )= | =3 § -3
2 -6 4

El ejercicio, nos pide [Ti2]%. Observar que, por la ecuacién (1), por un lado vale que
[T12(v)]” = [Th2] 5 [v]°

y por el otro lado
[T2(0)) = [T12)% [v]".

Por otra parte, en la semana 4 vimos que
[v]? = [M]E [v]",

donde [M]Z es la matriz de cambio de base de E a B. Entonces, volviendo a la ecuacién anterior,

tenemos que
[Tha)i ] = [T12(0)]” = [Tha] 5 [v]° = [Twa] i [M]E [v]”.
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Es decir, [Ti2)% [v]F = [T12]5 [M]Z [v]F, para todo v € V. Entonces (como la igualdad anterior vale

para todo v € V) concluimos que
[T12)% = (T2 [M]E.

1 1 0
Observar que [M]E = 1 —1 0 |. Entonces, tal como vimos en la semana 4, tenemos
0 0 1
3 3 0
(M)B =(M)E)"'= | 3 —% 0 |.Entonces,
0 0 1
1 -3 2 ;3 0 -1 2 2
[Ti2)f = [To]§ [MJE= | -3 § -3 3 —3 0|=1]35 -3 -3
2 -6 4 0 0 1 -2 4 4
Por tltimo, si /' = {1, z,2°} es la base canénica de Ry[z] entonces
(5] = [[T([L 00" [T(0 L o]")]* [T(00 1) | =
1 10
=[+z¥ 1+ z+2F]= |1 0 1
011
Aplicando lo que probamos en la Proposicién 4, tenemos que
[Ti2 0 T33! 5 = [Tl B (T35 = [Thalf ((Ts]E)
1 1 -1
Como ([T15]E) "' = : 1 -1 1 |.Concluimos que
-1 1 1
[Th2 o T35 = [T] B (Ts)E) ™" =
1 1 5
9 P B - 4 4 4
-2 4 4 -1 1 1 -1 -1 )

Finalmente, vamos a hallar una base de Nu(Ti2 o T1_51). En la Proposiciéon 3 probamos que
v € Nu(Ti2 0 Ty5') siy sélo si [v]7 € nul([Thg o Ti5'5).
Resolviendo el sistema homogéneo asociado a la matriz [T1a o T35, es facil ver que

nul([Tiz o Ti5' %) = gen{[-1 1 0], [5 0 1]7}.

Por lo tanto, usando la Proposicién 3, tenemos que dim(Nu(T120T5")) = dim(nul([Ti20T}5'5)) =
2. Por la misma proposicién, tenemos que p(z) = (=1)1 + (1)x = =1+ 2 € Nu(Ti2 0 T1_51) y
q(x) == (5)1 + (1) = 5+ 22 € Nu(T12 o T}3"). Por lo tanto,

Nu(Ti 0 Tis') = gen{—1+z,5 + 2%}

y una base de Nu(T1g o Tj5") puede ser BNu(T12oT1—51) ={-14x,5+2%}.
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